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1. Multimi si elemente de logici matematica
1.1 Multimea numerelor reale
1.1.1 Numere rationale
a) Notiuni teoretice si exemple

i. Multimea numerelor naturale: N = {0,1, 2,-, }.

2. Multimea numerelor intregi: Z = {---,—2,—-1,0, 1, 2,--,}.

3. a) Numir rational = multimea tuturor fractiilor ordinare echiva-

lente cu o fractie ordinard data.

b) Fractiile ordinare — si g unde m,n,p,q € Z,n # 0,q # 0 sunt
n

. . : .m _p
cchivalente daca si numai dacd —=— < mq = np.
n q

= .. 3 .9 .
Exemplu. Fractiile 585 sunt echivalente deoarece 321 =
7-9 = 63.
. . m
¢) Multimea numerelor rationale: Q@ = {— |lmneZn+ 0}.
n
In mod evident avem incluziunile: N c Z € Q
. . Y = . . .m )
4. a) Fractie ireductibila = fractia ordinard —, unde m i n sunt
n
prime intre ele ( cel mai mare divizor comun al numerelor a si b este
cpal cu ).
‘ ; 5 Slan. 58 . o .
Lxemple. Fractiile TG sunt ireductibile deoarece 5 si 11,
respectiv 8 si 13 sunt prime intre ele.
~ . R . . . m . .
b) Fractie reductibila = fractia ordinara — , unde m si n sunt multi-
n
pli de un numarp # 1.
6 .9 < .
Exemple. Fractiile Tz i, sunt reductibile, deoarece 6 si 14 sunt
multipli de 2, iar 9 si 12 sunt multipli de 3.
o . e .. - . m 1 -
5. Fractie zecimala. Fiind dat numérul rational —, prin Tmpartirea
n
lui m la » se obtine fractia zecimala a,a;a;az -+, unde a este un
numar intreg, iar a,, d,, az --- sunt cifre ( iau valori in multimea
{0,1,2,--,9})
Daci dupa virguld fractia zecimala are un numar finit de zecimale
atunci ea se numeste fractie zecimala finita.

5 5
Exemple. a) %: 14 b) —==-375 ¢ %= 15.625.
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Daca dupa virgula fractia zecimala are un numar inlinit de zeci-
male atunci ea se numeste fractie zecimali infinita.
11
Exemple. a) 5 3,666 --- = 3,(6)

b) — T =-28333 - = —2,8(3).

Fractiile zecimale infinite care reprezinta numere rationale au o
grupa de cifre care se repetd de o infinitate de ori si care se numeste
perioada,

in exemplul de la a) perioada este (6), incepe dupa virgula si
fractia zecimald se numeste periodica simpla.

in exemplul de la b) perioada este (3), intre virgula si perioada
exista cifra 8 si fractia zecimala se numeste periodica mixta.

Pentru a scrie o fractie zecimala periodica sub forma unei fractii

ordinare procedam conform regulior invatate in gimnaziu:

2) 0,(6) =2==

3
106
b) 3(21)—3+—~3+l—§
123-12 111 37 637
C) 212(3) 2+ - 2+900 2+ﬁ—ﬁ

b) Exercitii si probleme rezolvate

1. Stabiliti care din relatiile de mai jos sunt adevirate:

a) —2eN b)) 12€Z ¢ gez d)2,(3) €Q
Solutie. a) —2 ¢ N={0,1, 2,--+,}, deci relatia nu este adeva-
rata.
by 12€Z={-,-2,-1,0, 1, 2,---,}, deci relatia este adevirata.
c) % gZZ=1{-,-2,-1,0, 1, 2,---,}, deci relatia nu este adevarata.
3_ 2943 _21_ 7
d)2,(3)—2+§— s~ 3€Q

2. Determind toate numerele naturale cuprinse intre numerele

) 1 .29
rationale = si — .
i 27 3

1 29 )
Solutie. Avem: 5= 0.5 si = 9,(6). Numerele cautate sunt:
1,2,3,4,5,6,7.8,9.

3. Determing 6 numere ragionale cuprinse intre:

3 . . 25
ny lsi2 b) —2515 c)4$17.
Nolulic d) 0, 1 ENC Q Altc 4 numere irationale pot fi:
1 1_6
|+ - 1+——— 1+——— 1+o=2.
4, Determind ne N astfel incdt fractiile urmatoare sa fie echivalente
cu numere naturale:
6 n+6 2n+9
Ny ~— b) — c)
nl n+2 n+3

Solutie. a) Fractia n—i; este echivalentd cu un numar natural
dacan + 1 este divizor al lui 6. Divizorii lui 6 sunt: 1, 2, 3, 6.
n+t+l=1=2n=0n+1=2=>n=Ln+1=3>n=2g
n+1=6=n=5Dein=0,12,5.

n+6 n+2+4

4
b) =1+
n+2 n+2 n+2

sc obtinen =0, 2.
2n+9  2n+6+3  2(n+3)+3

n+3 - n+3 B n+3 n+3
sc obtinen = 0.

. In continuare se procedeazd ca la a) si

. Se procedeazi ca la a) si

n 3 . . 3
5. Sa se determine n € N ., astfel incat i sa fie echivalenti cu R
n

n . . 3 r 3
Solutie. Fractia — este echivalenticu—-daca—=-=
’ T on+4 5 5
>m=3n4+12=2n=12=>n==6.

3+64+9+::-+150

4+48+12+--+200
Solutie. 3+6+9+--+150=3(1+2+3+--+50)si

4+8+124+200=4(1+2+3++50).

I'ractia este reductibild deoarece atat numaratorul cat si numitorul
sunt multipli de numarul 1 + 2 + 3 +--- + 50.

6. Sa se arate ca fractia este reductibila.

. e .on(n+1) o
7. Aratati ca fractia este reductibila.
’ ’ 2n+4
Solutie. n(n + 1) se divide cu 2, deoarece n sin + 1 sunt conse-
cutive si 2n + 4 = 2(n + 2) se divide cu 2.
Atunci fractia este reductibila.
7



¢) Probleme propuse spre rezolvare
1. Dintre relatiile de mai jos:
a)—2€Z b—5€N ¢ ;eN d) geQ ¢) —9€Q
adevarate sunt: una doui trei patru cinci
2. Dintre relatiile de mai jos:
a)-5eN b)7eN ¢ 7,3)EN d) gez e) 2,5 € Q
adevarate sunt: una doua trei patru cinci
3. Fie perechile de fractii:
235z b IsiT: O gsisi a5z o tsio
Aratati ca echivalente sunt un numér de perechi egal cu:

1 3 4 5

11 11 15 17 27 12 hival
,8.31,25,32,45,3560 1valente cu

]

. NUUTTE ¢
4. Dintre fractiile: 3

. 6 « .
fractia o sunt: una doui trei patru cinci

S. Determind toate numerele naturale cuprinse intre numerele
i 11 .45 5
rationale s . Numdrul lor este egal cu:
3 4 5 6 7

6. Determind toate numerele naturale cuprinse intre numerele

: 17 .71
rationale — PR Numarul lor este egal cu:
7 8 9 10 11

. .. n ; "
7. Determina toate fractiile de forma 7 cuprinse intre numerele

naturale 3 si 9. Numarul lor este egal cu:
3 4 5 6 7
8. Fractiile z si 2 sunt echivalente pentru valoarea lui x egala
’ 77 x+2
cu: 10 11 12 13 14
8

e 4 xH43 . . -
9. Fractiile 385 sunt echivalente pentru valoarea lui x egala

cu 7 8 9 10 11

10 11 15 17 27 15 _
— , — reductibile

) . .., 2 83
. e ac :— g_-q— ——_’ - -]
10. Dintre fractiile 2°%°5° 8 °33°17°31°36° 35

sunt: una doui trei patru cinci

(1. Dintre fractiil 2 4 11 12 15 17 27 eductibile
. ] | '— 9_ | 9— . 9_- 9— k] o P e u l
ntre fractiie 767117 7 732735734741

sunt: una doui trei patru cinci

. .. Lo 11 : . . .
12. Transformati tractia ordinara 5 in fractie zecimald. Aratati
¢a a zecea zecimald este egald cu:
3 4 5 6 7

. . 4 . 13 00 . . - N
13. Transformati fractia ordinara s fractie zecimald. Aratati
i a zecea opta este egald cu:
3 4 5 6 7

. n+9 ] . . .
14, Fractia - devine numar natural pentru un numdr de valori
n
ale lui n egal cu: 1 2 3 4 5

. n—=9 ] oo . !
15. Fractia _—y devine numar intreg pentru un numar de valori

natural ale lui n egal cu: 5 6 7 8 9

n2+n

16. Aratati ca fractia
‘ T 4n+2

este reductibild. Cea mai mica valoa-
re naturald a lui 7 cu care se simplifica este egala:
4

1 2 3 5

n%+3n+8

17. Aratati ¢ fractia ————— este reductibild. Cea mai mica
nc—m

+6
valoare naturala a lui # cu care se simplifica este egala:

1 2 3 4 5



1.1.2 Numere irationale. Numere reale
a) Notiuni teoretice si exemple

1. Numiir irational = numérul reprezentat de o fractie zecimali, infi-
nitd, neperiodica.
Exemple. a) V2 = 1,4142135---  b) V7 = 2,6457513 ---
2. Notdim multimea tuturor numerelor irationale cu R — Q.
3. Numir real = orice numdr rational sau irational.

4. Notim multimea tuturor numerelor reale cu R si avem egalita-
teaR=QU(R—-Q).
Evident au loc relatiile:

a) NcZcQcR b) R—-QcR ¢ QNn(R—-Q) =@.

b) Probleme rezolvate

1. Precizati patru valori naturale pentru » astfel inct numarul
vn? —n + 1sifieirational. : ‘ :

Solutie. Pentru n = 2 obtinem V22 — 2 + 1 = V3 = 1,732 ---.
Pentrun = 3 obtinem V32 — 3 + 1 =7 = 2,645 --.
Pentru n = 4 obtinem Va2 —4+1=+/13 = 3,605 ..
Pentru n = 5 obtinem V52 — 5 + 1 = /21 = 4,582 -,

2. Determinati n € N pentru care numérul vn? + 5 este rational.
Solutie. Fie m € N astfel incét si avem egalitatea:
yn2+5=m=n’+5=m?>m?-n?=5=
sm+n)(n—-n)=5>m+n=5m—-n=1=
= m = 3,n = 2. Deci valoarea lui n este 2.

3. Aréatati ca pentru orice n € N numerele de forma v5n + 2 sunt
irationale.

Solutie. Daca n este par,n = 2k = 5n + 2 = 10k + 2 si are
deci ultima cifra egala cu 2.

Dacanesteimpar,n=2k+1=25n+2=52k+1)+2=
= 10k + 7 si are deca ultima cifrd egala cu 7.

Numerele de forma 5n + 2 au ultima cifid 2 sau 7 st nu pot fi
patrate perfecte. Atunci numerele v5n + 2 sunt irationale.

10

¢) Probleme propuse spre rezolvare
I. Aratati ca numere rationale de forma vn + 1, unde n este
numar natural mai mic decdt 10 sunt:

unu doua trei patru cinci

2. Aritati cd numere irationale de forma v2n + 1, unde » este
numar natural patrat perfect de 2 cifre sunt:

unu doud sase  patru cinci

3. Calculati V5 cu 7 zecimale. Cifra 6 apare printre aceste
secimale de un numdr de ori egal cu:
0 1 2 3 4

3 .
4. Fie numerele: v16,v99, 7 1,(3), V121, V44,V 75. Dintre
acestea. numere irationale sunt:
cinci

unu doui trei patru

5. Numarul natural de o cifra n, astfel incdt numarul vn + 4 s
fic rational este:
3 4 5 6 7
6. Numirul natural de doui cifre n. astfel incat numarul vn + 65
sa fie natural de o cifra este:
13 16 25 46 57
7. Determini toate numerele naturale de 2 cifre n, astfel incat
numarul vVn + 10 si fie rational. Numdirul lor este egal cu:
3 4 5 6 7

8. Numarul natural n pentru care Vn? + 9 este rational este:
3 4 5 6 (7}

9. Determina toate numerele naturale z. astfel incat vn + 6 sa fie
rational si vn + 6 < 6 . Numirul lor este egal cu:
3 4 5 6 7
11



1.1.3 Operatii algebrice cu numere reale
Puteri cu exponent intreg.
a) Notiuni teoretice si exemple

Operatiile algebrice pe multimea numerelor reale sunt: adunarea si

inmultirea. Ele se definesc ca extensii ale operatiilor de adunare
si inmultire din multimea numerelor rationale.

a) Proprietitile adunirii
1) Asociativitatea: (x +y) +z=x+ (y +2) (V)x,y,z € R;
2) Comutativitatea: x + y =y + x (V)x,y €R;
3) Elementneutru0: x +0=0+x =x (V)x €R;
4) Element opus: : x + (—x) = (—x) + x (¥)x € R; numérul - x
se numeste opusul lui x.
b) Proprietatile inmulfirii
1) Asociativitatea: (xy)z = x(yz) (V)x,y,z €ER;
2) Comutativitatea: xy = yx (V)x,y € R;
3) Elementneutru l: x-1=1-x =x (V)x €R;
4) Element inversabil : x -%: --x=1M)x€R, x=+0;
numarul % se numeste inversul lui x.

¢) Proprietate de legiituri intre inmultire si adunare

1) Distributivitatea inmultirii fatd de adunare:
x(y+2z)=xy+xz(¥)x,y,z€R.

Observatie. Ca operatii derivate ale adunarii si inmultirii se pot
defini operatiile de scadere si impartire.
a) x—y=x+(y),(Mx,y €R;

1

b) x:y=x-;,y¢0.

d) Formule de calcul prescurtat

1) (a+ b)* = a® + 2ab + b?;

2) (a—b)? = a? — 2ab + b?;

3) a®> —b%? = (a + b)(a — b);

4) (a+b)® = a®+ 3a%b + 3ab? + b3;

5) (a —b)® = a® — 3a®b + 3ab? — b3,

6) (a+b+c) =a’+b%+c?+2ab + 2ac + 2bc;

12

) (o b+ c)? =a®+b?+c?—2ab+ 2ac — 2bc:
%) o'+ b = (a+b)(a® —ab + b?);
9 a' —b* = (a—b)(a®+ ab + b?);
10y a" — b = (a—b) (@ P +a* ?h+--+ab® i+ b" ),
it~ 2,n€N;
() a" +b" = (a+b)(a* P —a"2b+ - —ab® 2+ b D),
n =2, n €N, impar.

¢) Alte formule algebrice utile
1y a* +b% = (a+ b)* - 2ab;
) o' +b%=(a+b)—3ab(a+b);
3y at + bt = (@ + bH)? — 2a%bh? = [(a + b)? — 2ab)* -

2a’h?;
1) a° +b° = (a+b)(a* - a’b + a’h® —ab® +b*);
5y a® + b® = (a® + b?)® — 3a°b%(a’ + b*);
o) > +b*+c>=(a+bh+c)—2ab— 2ac — 2bc;
7. a*+b*+c?—ab—ac—bc=

1

Sl(a=b)? + (b= ) + (c - )]
8) A(l) a®+ b3+ ¢ -3abc =

(a+b+c)a®+b?+c?—ab—bc—ac) =

1 ‘

S(a+b+ (a—-b)2+ b —-c)*+(c—a)?l
9 (a+b+c)—a®>-b*-c3=3(a+b)b+c)(c+a).

f) Proprietatile puterilor cu exponent intreg
I) am . a?l — am+n;
2y a™:a =a™ " a#0;

3) (am)n — aTlUl;
4) (ab)™ =a™-b™;

5) (%)m =2 p 0.

T pm >

13



